Réwnania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych

Niech f(z) bedzie funkcja f: (a,b) — R oraz h(x) bedzie funkcja h: (¢, d) — R. Nieh obie
funkcje beda ciaglte przy czym h(y) # 0 dla kazdego y € (¢, d).
Przedzialty (a,b) i (¢,d) moga by¢ skoniczone lub nieskonczone.

Definicja

Réwnanie rézniczkowe:

dy _ f(x)
dr ~ h(y) @

o funkcji niewidomej y(x), nazywamy réwnaniem rézniczkowym o zmiennych rozdzielonych.

Réwnanie (1) mozna takze zapisa¢ w postaci:

h(y) -y = f(x) (2) lub w postaci rézniczkowej:
h(y)dy = f(z)dx (3)

Postaé¢ (3) uwidacznia rozdzielenie zmiennych.

Calkujac obustronnie réwnanie (3) otrzymujemy:

[nwydy = [ f@yde+C

Przyktad 1

d
Zmalez¢ catke ogdlng rownania d—y =e Ycos2w
x

Rozwiazanie
Tu f(x) = cosx zas h(y) = ev.

Rozdzielamy zmienne x i y (mnozymy przez e¥ dx)piszac rbwnanie w postaci:
e’ dy = cos2x dx (4)
a nastepnie catkujac obustronnie znajdujemy catke ogdlna w postaci:
L.
e! = ism2x+C (5)

Gdyby byt podany w zadaniu warunek poczatkowy y(0) = 0, to do réwnania (5) podsta-
wiamy x = 01y = 0 1 otrzymujemy:

1
1= 551112-0—1—0. Stad mamy C' = 1.
Zatem calka szczegdlng réwnania (4) przy warunku poczatkowym y(0) = 0 jest:

1
eV = 3 sin 2z + 1 lub w postaci jawnej po zlogarytmowaniu obu stron:



1
y=1In (1 + 5 sin 2:1:> (6)

d 2
Przyktad 2 Znalezé krzywa catkowa réwnania &y _ = (7) przechodzaca przez
T Y
punkt (1,1).
Rozwiazanie

Rozdzielajac zmienne (mnozymy réwnanie przez y dzx) otrzymamy:
ydy = —2x dx

Po obustonnym scatkowaniu mamy:

y? y?
5:—x2—|—0a1b0x2+520 (8)

Roéwnanie (8) dla kazdego C przedstawia elipse.

Gorny (dla y > 0) i dolny (dla y < 0) tuk kazdej z tych elips jest wykresem funkeji spel-

3
niajacej réwnanie (7). Uwzgledniajac warunek poczatkowy y(1) = 1 otrzymamy C = 7

Zatem szukang krzywsa catkowa jest elipsa o rownaniu:

2 1 3 3
5132 + ng = 1. (Do réwnania (8) podstawiono C' = B i podzielono obustronnie przez 5)

Wykres elipsy
V3
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Rys. 1. Elipsa - rozwiazanie w przyktadzie 2

Réwnania jednorodne

Niech f(u) bedzie funkcja okreslona i ciaglta w przedziale (a, b) speliajaca w nim warunek

fu) # u.

Roéwnanie roézniczkowe pierwszego rzedu:



W_ ()

de 'z

o funkcji niewiadomej y(z) nazywamy réwnaniem rézniczkowym jednorodnym.

Rownanie to mozna za pomocg podstawienia:

u(zr) == (10)

dy B . dy du
Bo = f(u(x)), ale y = = - u(x) wiec = u(z) + e
d d
Zatemu—i—a:-ﬁ = f(u) czylix-ﬁ = f(u) —u.
Ostatecznie:
dz du

T flu) —u (11)

Réwnanie (11) jest juz réwnaniem o zmiennych rozdzielonych.

Przyktad 3 Znalezé catke ogdlng rownania:

dy x+y . . dy Yy
— = co mozna inaczej zapisaé¢ jako — =1+ =
xr

dr  x dx

Rozwiazanie

Podstawiajac u = J otrzymamy:
x

dy
-~ =1 12
oo = 1+u (12)
dy du
oniewaz y = ¥ - u, wiec i U+ x I ( )

Lewe strony (12) i (13) sa takie same, wiec prawe strony takze.

d
Mamy zatem 1 +u =u+ x - o czyli:

dx

du
— =1 14
- (14)

dz
Rozdzielajac zmienne otrzymamy du = —
x

Calkujac obustronnie otrzymujemy: v = In |z| + C
Poniewaz u = g, zatem ostatecznie otrzymujemy:
x

y=x- Injz|+C.



Roéwnania rézniczkowe Bernouliego

Niech dane beda funkcje p(z) i ¢(x) ciagte w pewnym przedziale (a, b) oraz dowolna liczba
rzeczywista 7.

Definicja

Roéwnanie rozniczkowe pierwszego rzedu:

dy _

e p(x) -y +qlx) -y (15)

nazywamy rownaniem rézniczkowym Bernouliego.

Gdy r = 0, réwnanie (15) jest réwnaniem rézniczkowym liniowym niejednorodnym (be-
dzie pézniej). Gdy r = 1, réwnanie (15) jest réwnaniem liniowym jednorodnym.

Zatézmy wiec, ze r # 01 r # 1. Wtedy réwnanie (15) nie jest rownaniem liniowym dla
funkcji niewiadomej y. Mozna je jednak sprowadzi¢ do réwnania liniowego ze wzgledu na
inna funkcje niewiadoma. W tym celu korzystamy z podstawienia:

2=y (16)

przy czym zakladamy, ze (y(x))'™" jest okreslona na przedziale (a,b). Rézniczkujac (16)
wzgledem z, mamy:

dz @

1=y
(1—=7)-y -

I (17)

Mnozac obustronnie réwnanie (15) przez (1 —r) - y~" otrzymamy:

dy _

(1=r) g L= =) p@) g+ (L= 1) q(a)

Stad na podstawie (16) i (17) otrzymujemy:

E () p) e (=) gl@)  (8)

Zatem jesli y(z) jest rozwigzaniem réwnania (15), to funkcja z(z) okreslona wzorem (16)
jest rozwiazaniem réwnania (18).

T

Mnozac obustronnie réwnanie (18) przez 1y oraz korzystajac z (16) otrzymamy réw-

nanie (15)

Oznacza to, ze jezeli funkcja z(x) jest rozwiazaniem réwnania (18), to funkcja y(z) spel-
niajaca zwigzek (16) jest rozwiazaniem réwnania (15)

Roéwnanie (18) jest réwnaniem liniowym.

Przyktad 4 Znalez¢ catke ogélng rownania Bernouliego:

dﬁ_ 1 Inz

— - 19
o YTy (19)



Rozwiazanie
: o 17 , 1
Tu r = 2, wiec podstawienie z =y~ " ma postac z = —.
Y

Zgodnie z réwnaniem (18) réwnanie (19) zastepujemy réwnaniem liniowym:

dz 1 Inx

— =—z—— 20

dr = : x (20)

Rozwigzanie réwnania jednorodnego ma postaé¢ y = C' -z gdzie C' jest dowolng stalg. Jest

z
tak dlatego, ze rownaie jednorodne jest postaci i co po rozdzieleniu zmiennych
T

d
daje — = = Otrzymujemy stad In|z| = In|z| +InC.
z x
Czyli In |z| = In |Cz|. Zatem z = Cx.
Stosujac uzmiennienie statej C przyjmiemy z = C(z) -

Obliczamy 2" = C'(z) - x + C(z) 1 zgodnie z (20 piszemy:

' 1 Inz
C'w) w4 Ca) = — - Cla) ==
1
Stad otrzymujemy C'(z) = _%
B lnz 1

Catkuac otzrymamy C(x) = — + . +

Zatem wzér z = Cix + Inz + 1 przedstawia rozwiazanie réwnania (20)

1
Ciz+Inx+1

a wzér y = przedstawia caltke réwnania (19).



